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Capitulo 1

Algebra Vetorial e Matricial

1.1 Exercicios
1.1.1 Sejam os vetores ' = [1,3] e y' = [2,—5]:

(a) plote os dois vetores;

Z2

@n)
>

8

<

—51 y

(b) determine o comprimento de cada vetor, o angulo # entre x e y e a

distancia entre eles, considerando a métrica W = I.

Os comprimentos dos vetores sao:

=10 = 3,1623.

Estatistica Multivariada Ferreira, D.F.



8 Algebra Vetorial e Matricial

p
Iyl =vVyTy =D v? =22+ (-5)?
=1

=v29 = 5,3852.

O cosseno do angulo entre eles é:

0 x'y z'y  1x2+43x(-H)
T VaTaJyTy =l Iyl V10 x 29
= —0,7633863,

o que resulta em 05, = 139,76°.

A distancia entre os vetores é

le—yll =\/(@ - y) (= —y) =

=v65 = 8,0623,
representado em azul na figura.

1.1.2 Considere a matriz X (5 x 4) dada por

1100
1100
X=[1010
1010
100 1

(a) ortonormalize as colunas de X, utilizando o processo de Gram-Schmidt e

determine o seu posto; O vetor ey ¢é

e =

—_ = = =

Ferreira, D.F. Estatistica Multivariada



1.1 Exercicios 9

cuja norma é |le1| = v/5.

O vetor ey é

_1_ _1_ - -
1 1
vy e 0 2 1 1 5
€2 =V — el = —_ = = — _
| 0 ] | 1 ] | —2 |

em que v; representa o vetor correspondente a i-ésima coluna de X, sendo

nesse caso i = 2. A norma quadratica de ez é |les||* = 6/5.

O vetor ez é

[0 ] [ 3] 1]
0 3 1
v;eg 'v;—el 4 2 5 2 1
e3 =v3 — ey — e = — | - - =
T el e 15 5
1 —2 1
| 0] | -2 | 1]
o
0
IR
=3 7
1
- _2 -
A norma quadrética de e3 ¢ |les||? = 2/3.
O vetor ey4 é
'01—63 ’Uzeg ’01—61
€4 =Vg4 — €3 — € — €1
les]|? [e2]|? le]|?
[0 ] [ 0] [ 3] (1] [o]
0 0 3 1 0
=10 |+= 1 —i—i 2 ! 1]1=10
B 15| 5 - ’
0 1 —2 1 0
| 1] | -2 | | -2 | [ 1] | 0 |

A norma quadrética de eq ¢ |les]|* = 0, o que indica que esse vetor &

linearmente dependente dos demais.

Estatistica Multivariada Ferreira, D.F.



10

Algebra Vetorial e Matricial

No segundo estagio, obtivemos os vetores normalizados e;/||e;||. Assim,

o vetor xj é

e e S =t
I
e e e e

O vetor x9 é

—_
E
]

o =——ey = -2
le2]| 30
-2
L _2 -
Finalmente, o vetor x3 é
0]
0
1 V6
T3 =——"e3 = — 1
les| 6
1
L _2 -

Como um dos 4 vetores colunas foi linearmente dependente dos demais,
podemos afirmar que o posto da matriz X é igual a 3. O posto refere-se

ao numero de colunas ou de linhas que sao linearmente independentes.

determine o(s) vetor(es) coluna que é (sao) linearmente dependente(s);

Apenas o vetor vy é linearmente dependente dos trés primeiros vetores.

se em vez de ortonormalizar as colunas, as linhas de X fossem ortonor-
malizadas, haveria alguma mudanca no posto da matriz? Qual sera o

ntmero de linhas linearmente dependentes?

O posto coluna de uma matriz é igual ao posto linha. Desta forma, temos
que apenas 3 linhas s@o linearmente independentes e o posto é o mesmo,
ou seja, é igual a 3. Podemos verificar facilmente que a linha 1 é igual

linha 2 e a linha 3 é igual a linha 4. Assim, podemos afirmar, apds

Ferreira, D.F. Estatistica Multivariada



1.1 Exercicios 11

simples verificagao usando o processo de ortonormalizacao, que as linhas
1, 3 e 5 sdo linearmente independentes e as linhas 2 e 4 sao linearmente

dependentes.

1.1.3 Sejam as matrizes

A=

N N

2 2
2 0 e B =
0 4

N = O
S =~
S O N

(a) determine as inversas de A e de B, utilizando o algoritmo de Gauss-

Jordan;

Para a matriz A, usando o pivd a11 = 4, temos

1 ‘ 11
1 2 2
AV =1 111
1
-5 |-1 3
Escolhendo como pivd aélg) = 1 temos
1 1
(2) 2 1
2) _ 1
AW = —3 1]-1
-1 1] 2
O ultimo possivel pivo é a:%) = 2. Assim,
1 —-1|-%
3) _ 3 1
A= 1 3] 51,
1 1 ‘ 1
2 2 2
que é a inversa
1 -1 —3
-1 _ 3 1
A7 =1 -1 5 3
_1 1 1
2 2 2

Estatistica Multivariada Ferreira, D.F.
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Algebra Vetorial e Matricial

Para a matriz B, usando o pivo b;; = 6, temos

1 ‘ 2 1
) 6 3 3
— 2 4 4
BYV=1-3] 3 —3
_1l1_4 16
3 3 3
Escolhendo como pivd b%) = 4/3 temos
1 1
(2) v
2) _ 1 3
-1 1] 4
O altimo possivel pivo é b:(fg) = 4. Assim,
3 _ 3| _1
4 4 4
B®=| -3 1| 11,
_1 1 ‘ 1
1 1| 1
que é a inversa
. 3 -3 -1
B l—-| _
1 3 4 1
-1 1 1
(b) determine AB e sua inversa (AB)™!;
A matriz AB é
4 2 2 6 4 2 36 24 20
AB=|2 2 0 4 4 0=1]20 16 4
2 0 4 2 06 20 8 28
A inversa, aplicando o algoritmo anterior, é
13 —16 -7
(AB)'=-| -15 19 8
=5 6
(c) verifique numericamente que (AB)™!' = B~1A~L

Ferreira, D.F.
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1.1 Exercicios 13

Vamos verificar numericamente essa afirmativa por:

(AB)"' =B~ 'A!

1'13 —16 =7 ] 1'3—3 ~1 1 -1 -3
_ 3 1
| -5 6 3] -1 1 1 -+ L 1
. [ 13 —-16 -7 ] | [ 13 —-16 -7
3| -1 19 s |=g| -1 19 8|,
5 6 3| 5 6
CQM. ]
1.1.4 Seja a matriz
4 2
A= .
2 2

(a) determine seus autovalores e autovetores pelo método da poténcia;

Escolhendo um vetor inicial v(®) = [1, 1]T, temos

o) — Ap©® _ [ 6 ] _
4

Normalizando pelo valor absoluto méaximo, temos

1
2 —pW* / max(abs(p®)] = | 100
0,6667

Devemos obter um novo vetor e normaliza-lo, pois o vetor encontrado

difere de novo vetor inicial arbitrario. Assim, temos

3,3333

1
0@ —y@*/ max|abs(v®*)] = [ ,0000 ] .

0,6250

Novamente, escolhendo uma precisdo de 1 x 1076, no oitavo passo obti-

vemos a convergéncia. O vetor normalizado pelo maximo valor absoluto

Estatistica Multivariada Ferreira, D.F.



14 Algebra Vetorial e Matricial

® 1,000000
vV == .
0,618034

O proximo passo é obtermos o primeiro autovetor normalizando v(®).

Logo,

v®) [ 0,8506508 ]
I .

“w®] | 05257311

O autovalor correspondente é dado por

4 2 ][ 0,8506508
A\ =x] Azy = | 0,8506508 0,5257311 } [ ] [ ]

2 2 || 05257311
=5,236068.

Para o proximo ciclo de iteragoes devemos obter
AV A - \zjx]

4 2 0,8506508
_ — 5.236068 [ 0,8506508 0,5257311 ]
2 2 0,5257311

B 0,2111458 —0,3416409
B —0,3416409  0,5527862 |

Escolhendo um vetor inicial v(®) = [1, —1]T, temos

(1) _ () 0) _ | 05527865 |
—0,8944272

Normalizando pelo valor absoluto maximo, temos

18034
v =vM*/ max[abs(vM*)] = 0,61803 :
—1,00000

Ferreira, D.F. Estatistica Multivariada



1.1 Exercicios

15

que difere bastante do vetor arbitrario original. Apos a 2¢ iteracao temos

SO _ A1) _ [ 0,4721363 ]

—0,7639320

v® =v®*/ max|abs(v?*)] = [

0,6180344
—1,0000000

] |

Para a precisao adotada, temos convergéncia nesse segundo passo do pro-

cesso iterativo. Normalizando o vetor obtido temos o segundo autovetor

dado por

e
a; = — =
2T @) —0,8506506

e o autovalor correspondente é dado por

Ao :a:QTA(l)a:Q

0,2111458

z[ 0,52573 —0,85065 } [ 16100

=0,763932.

0,5257314 ]

—0,3416409
0,5527862

I

0,52573
—0,85065

(b) construa uma matriz P com cada coluna formada dos autovetores de A;

A matriz P é

0,8506508
0,5257311

0,5257314
—0,8506506

s

(c) verifique se P é uma matriz ortogonal;

Podemos verificar facilmente que

pPTp_ 0,8506508  0,5257311 0,8506508
0,5257314 —0,8506506 0,5257311

e

ppT 0,8506508  0,5257314 0,8506508
0,5257311 —0,8506506 0,5257314

0,5257314
—0,8506506

)

0,5257311
—0,8506506

Estatistica Multivariada
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16

Algebra Vetorial e Matricial

exceto por arredondamentos numéricos, comprovando que P é ortogonal.

construa uma matriz A = diag(\;) e verifique se as seguintes igualdades
valem: A = PAP" e A=PTAP.

A matriz A é

A _ | 5236068 0,000000
| 0,000000 0,763932 |

Podemos verificar numericamente que

PTA_ 4,4540655  2,7527638
0,4016228 —0.6498394

e, portanto,

PTAP =A

0,000000 0,763932

5,236068 0,000000 ]

Da mesma forma, temos que

A _ | 4454065 0,4016228
| 2,752764 —0,6498394

e, portanto,

CQM. |

1.1.5 Seja a matriz

(a)

4 2
A | B0 T2
72 0,4

obtenha |A[;

Ferreira, D.F. Estatistica Multivariada



1.1 Exercicios 17

O determinante é dado por

|A| = 4,6 x 0,4 — 7,22 = —50.

(b) é possivel afirmar com base no resultado de |A| se a matriz A é positiva
definida? Por qué?

Como A é uma matriz 2 x 2, o seu determinante pode ser expresso por
|A| = A1 X Ao, em que A; e A9 sdo os autovalores de A. Como esse
produto resultou em um ntmero negativo, entdao podemos concluir que
um dos autovalores é negativo, pois a tnica possibilidade para o produto
de dois autovalores dar negativo é que um deles seja positivo e o outro
negativo. Sendo assim, como A possui um autovalor negativo, podemos
afirmar que A nao é positiva definida e, portanto, nao admite fator de
Cholesky. De uma maneira geral, se |A| < 0, podemos afirmar que ha
um autovalor ao menos negativo e a matriz nao é positiva definida. Se
por outro lado, o determinante for positivo, ndo poderemos afirmar nada
sobre a possibilidade de a matriz ser ou nao ser positiva definida, pois
poderiamos ter um ntmero par de autovalores negativos, que resultaria

em um produtério positivo.
(c) verifique se A possui fator de Cholesky. De acordo com o resultado obtido,
como a matriz A é classificada?

Como, nesse exemplo, um dos autovalores é sabidamente positivo e outro
negativo, a matriz nao admite fator de Cholesky e é classificada como
indefinida.

(d) determine os autovalores e autovetores de A;

Usando o método da poténcia, obtivemos A\; = 10 e Ay = —5 com o0s

autovetores correspondentes apresentados como colunas da matriz P dada

p_| 08 06
0,6 —08

(e) obtenha a decomposigao espectral de A;

por

Estatistica Multivariada Ferreira, D.F.



18 Algebra Vetorial e Matricial

Logo, a decomposicao espectral de A é

A :)\1561331r + )\258223;
46 72| 164 48| [ -18 24
72 04 | | 48 36 24 —372

(f) encontre A~!;

Al 1 04 -24 | | —0,008 0,144
50 | —24 48 0,144 —0,002 |
(g) encontre os autovalores de A~! e verifique a relacio que eles tém com os

autovalores de A.

Utilizando o método da poténcia encontramos A\; = 0,1 e Ay = —0,2.
Podemos verificar facilmente que os autovalores de de A~! sdo exatamente

os reciprocos dos autovalores de A.

1.1.6 E possivel afirmar que se o determinante de uma matriz estd muito préximo

de 0 é porque a matriz esta proxima da singularidade?

Nao. Determinante proximo de zero nao implica necessariamente na quase
singularidade. No exercicio a seguir, isso fica muito claro. E claro que a maior
parte das vezes que o determinante aproxima-se de zero, é indicativo de que
algumas linhas ou colunas da matriz esta préxima de ser uma combinagao linear
das demais, embora isso nao seja verdade sempre. Entao, afirmar algo sobre a
singularidade de uma matriz baseado no seu determinante é uma pratica com

risco de falhar muito alto.

1.1.7 Observe as seguintes matrizes

01 0 0
0 0 01 0
A:[n 1] e B(nxn)=
0 £
n
0 0 0,1

Se fizermos n — oo o que podemos afirmar sobre a singularidade de ambas

as matrizes? O que podemos afirmar sobre seu determinante? Existe alguma

Ferreira, D.F. Estatistica Multivariada



1.1 Exercicios 19

relagdo entre quasi-singularidade e determinante?

Os determinantes das matrizes sdo

1
Al =nx — =1 e |B| =0,1".
n

Se n — 00, a matriz A tende para a singularidade, embora seu determinante

fique inalterado em 1, pois

lim nx — =1.
n—o0 n

Assim, a matriz A caminha para a singularidade, uma vez que a segunda linha
ou segunda coluna tende para um vetor nulo, enquanto seu determinante fica

inalterado em 1, bem distante de se aproximar de zero.
Por outro, lado se n — oo, a matriz B fica longe da nao-singularidade, pois sua

diagonal fica com elementos iguais a 0,1, embora sua dimensao é que aumente.

Entretanto,

n—o0

lim |B| = lim 0,1" =0.
n—oo

Assim, o determinante de B tem seu limite igual a zero quando n — 0o, mas

B ¢é muito distante de ser uma matriz singular.
Esses contra-exemplos nos permitem afirmar que nao hé relacao entre valor do

determinante e singularidade de uma matriz.

1.1.8 Sejam as matrizes

S |

Determine os autovalores e autovetores que maximizam a razao

x' Ax

A@) = By

Bl £0.

: < np n L < _
1.1.9 Seja a fungao g(p,X5x) = 5 ln(27r)—§ ln(|2\)—§ ijl(azj—u)TZ Y-
p), com n,p € N, x; (p x 1) conhecidos e X (p x p) e p (p x 1) desconhecidos.
Obtenha a derivada dg(pu,3; x)/dp. Iguale a fungao resultante a zero e encon-

tre a solugdo para p. Substitua a solu¢ao encontrada em g(u,3; x) e obtenha

Estatistica Multivariada Ferreira, D.F.



20 Algebra Vetorial e Matricial

a derivada 0g(X;x, 1) /0%, sendo fr a solugao encontrada de p anteriormente.

Iguale a funcao resultante a zero e encontre a solugdo para 2.

Ferreira, D.F. Estatistica Multivariada



Capitulo 2

Introducao e Conceitos Basicos

2.1 Exercicios

2.1.1 Seja a fungao de distribuigao bivariada dada pela seguinte expressao F'(yi, y2)
=k (%y%yg + %ylyg’), no dominio 0 < gy; <1e 0 < ys < 1. Determine:

(a) A constante k para que F(y1,y2) seja uma fungao de distribuicao legitima.

Para que F'(y1, y2) seja uma genuina func¢ao de distribui¢ao de probabili-
dade bivariada F(1, 1) =1 e F(0, 0) = 0. Assim, qualquer que seja k €

R, F(0, 0) = 0. Para o outro caso temos

3k

2 1
Fl,)=1=k({=x1*x1+-x1x13) =22,
(1,1) <5>< ><+5>< X > 3

Portanto, k = 5/3. O grafico da funcao de distribuigao é

[
205
=
S ,
: 1
0

0.2 -
0.4 <
0.6 0.8

10 Y2

Y1

Estatistica Multivariada Ferreira, D.F.



22 Introducgao e Conceitos Basicos

A funcao de distribuigao é

2 1

F(y1,y2) :§y;1y2 + gylyg’-

(b) A funcao densidade de probabilidade conjunta f(y1,y2).

Para obtermos a funcao densidade probabilidade conjunta bivariada de-
vemos obter as derivadas parciais de primeira ordem em relagdo a cada

uma das variaveis, dado k = 5/3. Logo,

82F(y1,y2) . 0 8

1
_ _ - = 3 -3
fyrye) = 9910%2 3y23y1y2+3y2
_8 3 2
—3?/1 + Y3,

cujo grafico correspondente é

0.2 )
0.4 <
0.6 0.8

Y1

(¢) O vetor de médias populacionais.

A média da primeira variavel é dada por

! ! 8 3 2 ! 8 4 1 3 !
E(Y1) = = / / U1 <y1 + ?/2) dyady = / [ylyz + ygyl] dy
o Jo 3 o L3 3 0

_/184+1 g[8 1o 8 1 T
T o 3T T N T T T 6 T 10

Ferreira, D.F. Estatistica Multivariada



2.1 Exercicios 23

Para a variavel Y5, temos

1

bt 8 3 9 45, 1,
E(Yz) =pp = Y2 §y1 + 5 | dy2dyy = §y1y2 + L dy
0o Jo 0 0
Ly

_/3+1d SRRV U L S S
Ty 3T T 3 TR Ty T T 1y

Logo, o vetor de médias de Y é

o (2]
2 12

(d) A matriz de covariancias populacional.

A matriz de covaridncia é obtida da seguinte forma. Devemos calcular as
varidncias e as covaridncias por meio das esperangas matematicas apre-

sentadas a seguir, para as quais omitimos os detalhes dos calculos. Assim,

bt 7\ (8
E(Y1 — m)? =011=// (yl_lo> <3y§’+y§>dy1dy2
o Jo
59

~ 900’

Lot 7\ (8
20— <o = [ [ (=55 ) (ot +8) ncn
0 JO

)
720

EYr — )(Ya — p2) =012 = 021

/ / (yl ) (y _172> (iy?ﬂé) dyrdy»

60

Portanto, a matriz de covariancias é

59 L

_| 900 60
%= L1 59
60 720

Estatistica Multivariada Ferreira, D.F.



24 Introducgao e Conceitos Basicos

(e) A matriz de correlagoes populacional.

A correlacdo populacional entre as duas variaveis é

B ~1/60
/59/9004/59,/720

P12 = —0,2273967435.

Assim, a matriz de correlacdo é

| 10000 —0,2274
| —0,2274 11,0000

(f) O coeficiente de assimetria e curtose.

Esse é o procedimento mais trabalhoso, pois as integrais que necessitamos
calcular sao muito trabalhosas, mesmo com um modelo simples como
esse. Considerando X; e Y3, réplicas das variaveis Y7 e Ys, distribuidas
independentemente dessas, temos que a fungdao densidade conjunta de X3
(§ XQ é

f(]:l,l’g) :§l’:1)) + .73%

3

A funcao densidade conjunta de todas as 4 varidveis é
8 8
f(ylva)x17$2) = <3y% + y%) <3$? + x%)

cly—p) =z —p)é

53100 43470 10800 7
3301 V'~ 3301 T 3301 yQ} < o > *
10800 32340 42480 7
[3301 Y17 3301 T 3301 yQ} ( 2T >

w-n' = e =

Logo, o coeficiente de assimetria é

1 1 1 1
P2 :/0 /o /o /0 (y—p) =z - [J)]Sf(yl,y2,$1,$2)d$1dl‘2dy1dy2

=1,120701108.

Ferreira, D.F. Estatistica Multivariada



2.1 Exercicios 25

Da mesma forma, temos que

_ 53100 43470 | 10800 7
(y—p)' Sy —p) = [ + yz] (y1 - > +

3301 7 3301 3301 10
[10800 32340 42480 } <y 7)
2

3301 /'~ 3301 T 3301 X2 12

e o coeficiente de curtose é

Ba2 :/o /o (y—p)'= "y - H)]2 T (y1,y2)dy1dy2

=6,610376680.

Dessa forma, podemos observar que esta distribuicao é assimétrica e pla-
ticartica (fB22 < 8), ou seja achatada, em relagao a distribuigao normal

bivariada.

3
2.1.2 Mostre que a fungao f(y1,y2) = T (y% +y3 — 5) é uma fung¢éo densidade de
probabilidade bivariada no dominio 0 < y; < 1e 0 < yo < 1. Trace o grafico
da funcao densidade e obtenha a fun¢éo de distribuicao de probabilidade.

Para mostrarmos que f(y1,y2) é uma funcao densidade legitima, temos que
mostrar que seu valor é nao negativo no dominio das variaveis e que a integral

definida, também no dominio das variaveis resulta em valor igual a 1. Portanto,

3
13 (y%+y§ ~5) >0

yi+y3 <5.

Como o méximo valor de y; ou de y9 é igual a 1, facilmente verificamos que a
desigualdade anterior ocorrera sempre, indicando que o valor da fungao densi-
dade de probabilidade conjunta seré sempre nao negativa. A segunda condigao

é verifica por

1 1
3 1
/ / [— (yi+vs — )] ddeylz/ 3 [<y1y2+3y2—5y2>] di
0 0
3 1 3 [/1 1 !
= S —5)dyy=—— (=2 + 21— 5
/0 13 <y1+3 > Y1 3 [<3y1+3y1 y1>}0
3 /1 1 15 3 13
13(3 3 3> 13 < 3)
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Assim, a funcao apresentada atende aos requisitos para ser considerada uma
fungdo densidade legitima. O seu grafico apresentado a seguir nos fornece
um mecanismo para verificarmos a primeira das propriedades anteriormente

apresentada.

f(y1,92)

A funcao de distribuicao de probabilidade é obtida por

F Y 12+ 12 —5) | dtodt
(Y1,2) = 13(1+ 5 —5) | dtadty
0 0
1

-3 (yiy2 + 1y — 15y1y2) -

O seu grafico é dado por

Y1 10 02

2.1.3 Sejam dois vetores aleatorios y; = [2, 3]" e yo = [2, 1]7 e considere a matriz
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de covariancias amostral igual a
10 6
s = ,
6 8

(a) A distancia euclidiana entre os dois vetores.

logo, determine:

A distancia euclidiana quadrética é obtida por

p
d*(y1y2) =1 —92) ' ( = Wik — var)’
k=1
=(2-22+(3-1)72=4

(b) A distancia quadratica de Karl Pearson.

Vamos calcula-la por

p
3/1k - y2k
d*(y1.y2) =(y1 —y2) ' D! =
k=1

(2-2%  (3-1)?
10 + 8

=0,5.
(c¢) A distancia generalizada de Mahalanobis.

d*(y1,y2) =(y1 —y2) ' S~ (y1 — y2)
0.2 0,1818182 —0,1363636 | | 0
T —0,1363636 0,2272727 | | 2
=0,909091.

(d) Qual das trés distancias vocé considera mais apropriada para essa situagao
e por qué?
Houve uma grande diferenga nos valores das trés distancia, sendo que a
mais apropriada para essa situacao é a distdncia de Mahalanobis. Ha di-
ferenca nas escalas das variaveis, o que nao é contemplado pela distancia
euclidiana, mas é pela distancia de Karl Pearson. Entretanto, a correla-
¢ao entre as duas variaveis do modelo é de 0,6708. A distancia de Karl
Pearson nao considera a correlagao (covariancia) entre as variaveis, o que

é feito pela distancia generalizada de Mahalanobis. Assim, a distancia
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generalizada de Mahalanobis, por contemplar tanto as diferencas de vari-
abilidade entre as varidveis quanto as correlagoes existentes entre elas, é
a mais apropriada. Professor Bussab em uma palestra do curso de verao
no IME/USP, em que eu era aluno, disse que a distancia de Mahalano-
bis podia ser comparada com a disténcia entre dois pontos de um rio,
que queremos atravessar. Ele nos perguntou qual seria a menor distancia
determinada por dois pontos do outro lado da margem em relacao a um
ponto da margem onde nos encontravamos. Um em linha reta, perpen-
dicular ao sentido da correnteza, e outro mais abaixo, obliquo ao sentido
do fluxo da correnteza do rio. Obviamente a menor distdncia no espago
euclidiano é do ponto em linha reta, perpendicular ao fluxo do rio. Essa
seria a distancia euclidiana. Mas em termos de esforgo que farfamos para
nadarmos ou remarmos até a outra margem, o ponto mais abaixo, lon-
gitudinal, mas que acompanhava a corredeira do rio, estaria mais perto.
Essa parabola apresentada pelo Professor Bussab nos dé nocao exata do
conceito de distincia estatistica. Ao nos explicar isso, professor Bussab
mencionou que a correnteza do rio seria comparavel as correlagoes e as
diferentes variabilidades. Dai, quando utilizamos uma medida de distan-
cia em que ha diferencas de escala e h& correlagoes nao-nulas entre as

variaveis, a distancia de Mahalanobis é a mais apropriada.

2.1.4 Obtenha as varidncias generalizadas da matriz de covaridncias amostral apre-

sentada a seguir. Determine a matriz de correlagoes e a varidncia generalizada
correspondente. Obtenha a matriz de correlagao amostral r correspondente e
verifique que é a mesma que seria obtida no exercicio 2.1.3. Obtenha as va-
ridncias generalizadas da matriz s do exercicio 2.1.3 e também da matriz r.

Compare os trés resultados obtidos.

32 12
12 10

A variancia generalizada estimada é

|s| =32 x 10 — 12% = 320 — 144 = 176.
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A variancia generalizada estimada da matriz s do exercicio 2.1.3 é

|s| =10 x 8 — 6% = 80 — 36 = 64.

A matriz de correlagdo amostral é

1,0000 0,6708
0,6708 1,0000

A variancia generalizada correspondente é

Ir| =1 x 1 —0,6708% = 0,550027.

Podemos observar que ambas as matrizes de covaridncias possuem a mesma
estrutura de correlagdo, mas apresentam diferentes varidncias generalizadas.
A razao disso é que quanto maior for a varidncia de uma varidvel, maior sera
a varidncia generalizada. No primeiro caso, a varidncia generalizada é dada
por 320 x 0,550027 e no segundo 80 x 0,550027. Isso indica que os fatores
320 e 80, produtos das varidncias amostrais, reescalam a varidncia generali-
zada da matriz de correlagdo. Isso mostra o efeito das escalas no volume do
hiperparalelepipedo determinado pelas varidncias e covaridncias das variaveis.
Dependendo do problema podemos utilizar esse fato de forma favoravel e em
outros casos, a diferenca de escalas pode ser desfavoravel. Nesses casos, deve-

mos usar varidncias generalizadas das matrizes de correlagoes.
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